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RESUMEN

Esta investigacion propone y valida empiricamente una descomposicién genética, basada en la teoria APOE,
para el aprendizaje del concepto de derivacion implicita. Se analiza el impacto de una intervencion didéctica,
disefiada a partir de la descomposicion genética y aplicada a 40 estudiantes de ingenieria, la cual enfatiza
la coordinacidn entre representaciones graficas y analiticas. Se recolectaron datos cualitativos mediante
cuestionarios y entrevistas clinicas. Los resultados evidencian que la intervencién promovi6 un transito desde
concepciones de Accién (mecdnicas) hacia las de Proceso y Objeto, lo que se tradujo en una mayor flexibilidad
conceptual y la superacion de errores comunes. Adicionalmente, el andlisis revel6 una dificultad no prevista en
la coordinacion de reglas de derivacion, lo que condujo a un refinamiento de la descomposicién genética para
incluir una nueva construccién mental. Se concluye que la descomposicién genética refinada constituye un
modelo robusto para la ensefianza, validando el enfoque APOE como una herramienta efectiva para promover
una comprension estructural de la derivacién implicita en la formacién de ingenieros.

Palabras clave: Derivaciéon implicita, educacion en ingenieria, teoria APOE, descomposicién genética,
construcciones mentales.

ABSTRACT

This study proposes and empirically validates a genetic decomposition grounded in APOS theory to
facilitate learning of implicit differentiation. The study analyzes the impact of a didactic intervention,
developed using the genetic decomposition and implemented with 40 engineering students, that emphasizes
coordination between graphical and analytical representations. Qualitative data were collected through
questionnaires and clinical interviews. The results indicate that the intervention facilitated a transition
from Action conceptions, characterized by mechanical application, to Process and Object conceptions,
thereby resulting in greater conceptual flexibility and overcoming common errors. Additionally, the
analysis revealed an unforeseen challenge in coordinating differentiation rules, prompting a refinement
of the genetic decomposition to incorporate a new mental construction. The refined genetic decomposition
is therefore considered a robust model for training, validating the APOS approach as an effective method
to foster a structural understanding of implicit differentiation in engineers instruction.

Keywords: Implicit differentiation, engineering education, APOS theory, genetic decomposition, mental
constructions.
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INTRODUCCION

La derivacion implicita representa un pilar conceptual
y procedimental dentro de los cursos de Célculo
destinados a estudiantes de ingenieria. Su aplicacién
es indispensable en diversas dreas de la disciplina,
incluyendo la mecanica, la termodindmica y el
analisis de sistemas de control, donde las relaciones
entre variables fisicas no siempre pueden expresarse
de forma explicita [1]-[3].

Mas alla de su aplicacién curricular, el aprendizaje
profundo de conceptos como la derivacién implicita
es fundamental en la formacién de las competencias
del ingeniero del siglo XXI. Los desafios actuales
en la industria y la sociedad raramente se presentan
como problemas de libro de texto con una dnica
solucién algoritmica. Por el contrario, exigen
innovacién, pensamiento critico y la habilidad de
modelar situaciones complejas donde las variables
estan interconectadas de maneras no evidentes. Una
formacién matematica que se limita a la ejecucién
de procedimientos mecanicos no logra desarrollar
estas habilidades de orden superior. Por lo tanto,
la brecha entre el procedimiento y el concepto,
documentada en el aprendizaje del cdlculo, no es solo
una dificultad académica, sino una barrera directa
en la formacién de ingenieros capaces de innovar y
resolver problemas de forma creativa. Este estudio
aborda dicha brecha, entendiendo que la construccién
de un conocimiento conceptual robusto es la base
del pensamiento ingenieril avanzado.

A pesar de esta relevancia, una vasta cantidad
de investigacién en educacién matematica ha
documentado de manera consistente las profundas
dificultades que los estudiantes enfrentan al
intentar comprender y aplicar este concepto. Los
problemas reportados no se limitan a simples
errores de manipulacién algebraica o a la aplicacién
incorrecta de reglas de derivacién [4], sino que
parecen originarse en una fragil comprensién de la
naturaleza de una funcién definida implicitamente.

Algunas investigaciones sostienen que muchos
errores procedimentales, como la comiin omisién

del términod—y al aplicar la regla de la cadena,
X

son en realidad evidencias de una deficiencia
conceptual subyacente [5], [6]. Los estudiantes a
menudo fallan en concebir como una ecuacién que

relaciona a x e y puede definir localmente a una
variable como funcién de la otra, lo cual constituye
un prerrequisito fundamental para comprender la
l16gica detrds de este procedimiento de derivacion.
Esta dificultad, a menudo, se acrecienta por una
ensefianza que, tradicionalmente, privilegia el
conocimiento procedimental sobre la comprension
conceptual, una préctica que ha sido criticada por
resultar en un aprendizaje superficial y propenso
a errores [7], [8].

Para los futuros ingenieros, la brecha entre el
procedimiento y el concepto es particularmente
problemadtica. No solo deben saber cémo calcular
una derivada implicita, sino, atin mds importante,
deben entender cudndo es apropiado usarla, qué
representa geométricamente el resultado y por
qué el procedimiento (algoritmo) funciona. Desde
este contexto, el trabajo tiene como objetivo
principal proponer y validar empiricamente una
descomposicidn genética para el aprendizaje de la
derivacién implicita. La validacion se fundamenta en
un andlisis detallado de las construcciones mentales
de estudiantes de ingenierfa que participaron en una
intervencidén diddctica. La investigacion se centra,
concretamente, en documentar la transicion del
razonamiento de los estudiantes desde un enfoque
mecdnico hacia una comprensién conceptual,
estructural y flexible.

MARCO TEORICO

Dificultades Conceptuales y obstaculos en la
derivacion Implicita

La literatura especializada ha identificado un
espectro de dificultades persistentes vinculadas
a la derivacion implicita. Se han clasificado los
errores mas frecuentes en dos tipos principales:
algebraicos y de cdlculo [4]. Los errores de tipo
algebraico se manifiestan en problemas especificos
como las dificultades para aislar factores comunes

(complicaciones para factorizar Ey ), la incorrecta

simplificacién de fracciones y el manejo inadecuado
de los exponentes. Por su parte, los errores de cdlculo
estan directamente relacionados con la aplicacién
incorrecta de las reglas de derivacién, siendo un
ejemplo fundamental la omisién o el uso erréneo de
laregla de la cadena al diferenciar los términos que
contienen la variable y. Sin embargo, otros trabajos
argumentan que estos errores procedimentales son
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amenudo sintomas de problemas conceptuales mas
profundos [9].

Utilizando la teoria APOE, se ha encontrado que
muchos estudiantes no poseen una concepcion de
Proceso de funcién, lo que les impide entender
c6mo una ecuacion de dos variables puede definir
localmente a una variable como funcién de la
otra [5]. Esta carencia obstaculiza la comprensién
de por qué se debe aplicar la regla de la cadena al
derivar términos que contienen a y. Asimismo, se ha
sefialado una disociacion entre las representaciones
gréaficay analitica [8], impidiendo que los estudiantes

. . . d
interpreten geométricamente el significado de d_y
X

como la pendiente de la recta tangente a la curva
en un punto.

Estos problemas se ven agravados por obstaculos
didacticos, como el énfasis excesivo en ejercicios
mecdnicos que no promueven la reflexion [8],
y obstaculos epistemolégicos, como la idea
contraintuitiva de que una relacién que no es una
funcién globalmente puede, sin embargo, ser
diferenciable localmente [9], [10].

La teoria APOE

La teoria APOE (Accién-Proceso-Objeto-Esquema)
es una teoria constructivista y cognitiva que toma
como base el principio de abstraccion reflexiva de
Piaget. Esta teoria busca explicar cémo un individuo
construye conceptos matematicos abstractos en su
mente, pero también como estos se pueden ensefiar
de forma mas efectiva [11]. Para comprender esta
teoria, es fundamental recordar que se consideraba

el principio de abstraccién reflexiva como el
mecanismo primario para toda construccién mental,
asi como el medio por el cual cualquier estructura
l6gico-matemadtica se desarrolla en la mente del
individuo [12]. A partir de esta premisa fundamental,
la teoria APOE se plantea el objetivo de describir
tanto la ruta como el proceso de construccién de
las estructuras cognitivas l6gico-matematicas que
realiza un individuo durante el aprendizaje de un
concepto matematico en particular.

Concretamente, la teoria APOE postula que, para
lograr la comprension de un concepto matematico,
un individuo transita por las construcciones mentales
de Accién, Proceso, Objeto y Esquema (APOE),
a través de diversos mecanismos mentales [12],
[13]. La Figura 1 muestra las relaciones existentes
entre las estructuras y los mecanismos mentales
propuestos la teorfa APOE para la construccion de
un concepto matematico particular.

Con base en la Figura 1, cabe sefialar que la
construccién de un nuevo concepto matematico se
apoya en la transformacién de conceptos previos
que el individuo ya percibe como Objetos. De aqui,
una Accién es una transformacion de estos Objetos
que es percibida por el individuo como externa, en
el sentido de que cada paso requiere ser ejecutado de
forma explicita, a menudo guiado por un estimulo
externo [12]. Por ejemplo, un estudiante con una
concepcién de Accién de la derivacidn implicita
necesitarfa una ecuacion especifica como x> + y? =25
y seguiria paso a paso un algoritmo para encontrar
la derivada. Su razonamiento seria externo, y podria
cometer errores como derivar y> simplemente como

Fuente: Adaptado de [10].

Esquema
Interiorizacion
Tematizacion
Accion Proceso |
l Soordinacion | Destematizacion
eversion
Objeto Generalizacion
Encapsulacion
Desencapsulacion
Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales involucrados en la comprensién de un

concepto matematico.




Ingeniare. Revista chilena de ingenieria, (2025) 33:34

2y, al aplicar una regla memorizada sin comprender
su fundamento, requiriendo una correccién externa
para aplicar correctamente la regla de la cadena.

Cuando una Accion se repite y el individuo reflexiona
sobre ella, puede ser interiorizada para convertirse
en un Proceso. Un Proceso es una estructura mental
interna que permite al individuo tener control sobre
la transformacidn; puede imaginarla, describir sus
pasos, e incluso revertirlos, sin la necesidad de
ejecutar cada paso explicitamente [12]. En el caso
de la derivacién implicita, un estudiante con una
concepcién de Proceso puede explicar por qué al
derivar un término como y? con respecto a x se obtiene

d -
2yay. Es capaz de pensar en y como una funcién

de x (y =f(x)) y describir la necesidad de la regla de
la cadena, interiorizando asi el procedimiento mas
alla de la simple aplicacion de una regla externa.

Un Proceso se convierte en un Objeto cuando el
individuo toma conciencia sobre €l y es capaz de
concebirlo como una totalidad a la que puede aplicar
nuevas Acciones o Procesos. El mecanismo que
permite este cambio de una concepcion dindmica
a una estatica es la encapsulacién. Lograr la
encapsulacion de un Proceso en un Objeto a menudo
resulta dificil para los estudiantes [12]. Un estudiante
que ha encapsulado el Proceso de derivacién implicita
puede tomar la expresion resultante, por ejemplo

d X o
Y ——, y tratarla como un Objeto tnico. Sobre

dx y
este Objeto puede realizar nuevas Acciones, como

igualarlo a cero para encontrar los puntos donde la
tangente a la curva es horizontal, o analizarlo para
determinar el comportamiento de la pendiente en
diferentes cuadrantes. Si es necesario, el individuo
puede regresar al Proceso que dio origen al Objeto
a través del mecanismo de desencapsulacion.

Un Esquema para un concepto matemadtico es una
coleccion coherente de Acciones, Procesos, Objetos y
otros Esquemas relacionados que un individuo puede
emplear para resolver una situaciéon matematica. La
coherencia de un Esquema se refiere a la habilidad
del individuo para determinar en qué situaciones
es aplicable y en cudles no. Un Esquema es una
estructura dindmica que estd en constante evolucién y
su construccion puede iniciar desde que el individuo
realiza las primeras Acciones [12] Un estudiante con
un Esquema desarrollado de derivacién implicita
puede, por ejemplo, conectar el concepto con el de

tasas relacionadas, reconociendo que el principio
fundamental es el mismo, aunque la variable de
derivacién cambie de x a f (tiempo). Ademas, puede
coordinar fluidamente la representacién analitica (la

. dy . .
expresion de o ) con la representacion geométrica

(la pendiente de la recta tangente en un grafico) para
analizar problemas complejos. Ademads, aunque no
es el objeto de este trabajo, la teoria APOE estudia
el desarrollo de un Esquema a través de la triada
intra-, inter- y trans- [14].

Propuesta de una descomposicion genética para
la derivaciéon implicita

Para la teorfa APOE, la descomposicion genética
es un elemento clave que corresponde a un andlisis
tedrico que modela la epistemologia del concepto
analizado describiendo las construcciones mentales
que el estudiante podria generar para aprenderlo [15],
[16]. En este sentido, la descomposicién genética
constituye un modelo hipotético que detalla tanto
las estructuras y como los mecanismos mentales
que un estudiante debe construir para asimilar un
concepto matemadtico determinado. Subrayan que
la descomposicidn genética se formula inicialmente
como una hipétesis sustentada en: la experiencia
del investigador, la ensefianza y el aprendizaje
del concepto, su conocimiento de este y de la
teorfa APOE, su bagaje matematico, la literatura
publicada y la evolucién histérica del concepto.
Ademads, mientras una descomposicién genética
no se valide empiricamente, esta recibe el nombre
de descomposicién genética preliminar.

La intervencién diddctica disefiada para esta
investigacién se estructuré a partir de la
descomposicion genética preliminar que disefiamos,
considerando las construcciones mentales que
estan implicadas y su interaccién, asi como los
conocimientos previos necesarios para trabajar con
el concepto de derivacion implicita:

Prerrequisitos:

e Estructuras de édlgebra elemental concebidas
como Procesos y un Esquema de ecuaciones.

e UnEsquema de funcién que incluya un Proceso
de funcioén explicita, abarcando nociones como
su grafica, dominio y la prueba de la linea vertical
para la determinacién de una funcién o relacion.

e Un Esquema de derivada que incluya la
derivada como un Proceso (coordinando sus
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representaciones tanto grafica como analitica)
y el dominio de las reglas de derivacién como
Procesos.

e Un Esquema de la regla de la cadena que se
encuentre al menos en una etapa de desarrollo
Inter-, cuya coherencia esté dada por el concepto
de composicién de funciones. La construccién
de este Esquema es en si misma un desafio
cognitivo significativo para los estudiantes.

Construcciones mentales de la descomposicion
genética preliminar:

A continuacion, detallamos las construcciones
mentales que un estudiante podria realizar para
construir el concepto de derivacién implicita.

1. Accidn de relacion entre variables: El estudiante
comienza realizando acciones sobre ecuaciones
dadas en la forma F(x, y) = c¢. Estas acciones
consisten en sustituir un valor numérico para
una variable (ej. x) y realizar los cdlculos
algebraicos necesarios para encontrar el valor
correspondiente de la otra variable (ej. y). En
esta etapa, la relacién entre las variables es
percibida como externa y dependiente de un
calculo concreto.

2. Accién de funcién local (via grafica): Se
realizan acciones que vinculan la ecuacién
con su representacion grafica. El estudiante
dibuja la curva correspondiente a F(x, y) =c,
para un punto dado, identifica visualmente un
segmento donde la grafica pasa la prueba de
la linea vertical. Este enfoque pedagégico, que
utiliza la tecnologia como un elemento mediador
para vincular representaciones algebraicas y
geométricas, ha sido explorado con éxito en
otros conceptos abstractos del dlgebra lineal.

3. Proceso de funcién implicita (via grafica): El
estudiante interioriza la accion anterior Ahora
puede imaginar que una ecuacién implicita
define localmente a y como una funcién de x sin
necesidad de dibujar la grafica. Esta construccién
aborda una de las principales dificultades
sefialadas en la literatura: la desvinculacién
entre la representacion algebraica y geométrica.

4. Accién de derivacién por sustitucién (via
analitica): El estudiante realiza la accion de
sustituir formalmente la expresion simbolica f{x)
en lugar de y dentro de una ecuacién implicita,
para luego derivar ambos lados con respecto a
x y finalmente revertir la sustitucion.

10.

Proceso de derivacion implicita: El estudiante
interioriza la accién de sustitucién, lo que
le permite tratar a y de manera consistente
como una funcién de x durante la derivacion.
Comprende que cada vez que deriva un término
que contiene a y, debe aplicar la regla de la
cadena. La correcta aplicacion de la regla de
la cadena en este contexto es uno de los errores
de cédlculo mas comunes identificados [4].
Coordinacién en un Proceso de Funcién
Implicita Robusto: El estudiante coordina el
entendimiento de la via grafica (Construccién 3)
con el de la via analitica (Construccion 5).
Esta coordinacién es fundamental, ya que los
problemas en el aprendizaje del dlgebra lineal
y el célculo a menudo surgen de la dificultad
de los estudiantes para transitar entre diferentes
registros de representacién semiotica.

Accién de Interpretacion Gréfica de la Derivada:
Se realizan acciones que conectan el resultado
del célculo con la geometria. Para un punto
especifico (xy, yo) en una curva, el estudiante
calcula el valor numérico de y’ y lo compara
con la pendiente de la linea tangente dibujada
en ese punto.

Proceso de Interpretacion Grafica de la Derivada:
El estudiante interioriza la accién anterior y es
capaz de interpretar el resultado de una derivada
implicita, y’(x, y), como la pendiente de la recta
tangente a la curva en cualquier punto (x, y).
La habilidad de conectar las representaciones
grafica (pendiente) y simbdlica (derivada) es un
indicador clave de una comprensién profunda
del concepto de derivada.

Encapsulacién en un Objeto de Derivada Implicita:
El estudiante encapsula el Proceso de derivacién
en un Objeto cognitivo. La expresion para y’ se
convierte en una entidad estdtica sobre la cual
se pueden realizar nuevas acciones. Este salto
cognitivo, donde un proceso dindmico se concibe
como una entidad estética, es un paso fundamental
en el pensamiento matematico avanzado.
Desarrollo de un Esquema de Derivacién
Implicita: El estudiante comienza a construir
un Esquema coherente al establecer relaciones
entre el Objeto de derivada implicita y otros
Esquemas, como el de tasas relacionadas. La
flexibilidad de este Esquema se manifiesta en
la capacidad de coordinar de manera fluida las
representaciones analiticas y geométricas para
resolver problemas complejos.
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La Figura 2 muestra un diagrama visual de la
descomposicion genética que da cuenta de las
construcciones mentales que la componen y sus
relaciones.

en el andlisis de las producciones de los estudiantes
después de una intervencion didéctica. El enfoque
se centra en la naturaleza de las construcciones
mentales de los participantes, buscando interpretar

en profundidad sus procesos cognitivos en términos
METODOLOGIA de la teoria APOE.
Este estudio se enmarca en un paradigma cualitativo
con un enfoque interpretativo, centrado en explorar
y comprender el significado que los individuos
atribuyen a un problema [17]. En consonancia con
este paradigma, se empled un disefio empirico basado

Participantes y contexto de la investigacion

La muestra estuvo conformada por 40 estudiantes de
primer afio de ingenieria de la Universidad Austral
de Chile, seleccionados mediante un muestreo no
probabilistico por conveniencia. Los criterios de

Prerrequisitos Cognitivos

7

Esquema: Algebra i { Proceso: Func. Explicita 1 Esquema: Regla Cadena

Il

1. Accién: Relacién entre Variables
Calculo numérico puntual

Via Grafica l

Via Analitica
| |
t Vias de Construccién ¢
N )
2. Accién: Funcién Local 4. Accion: Derivacion
Prueba linea vertical por Sustitucién
Interiorizacién Interioiizacién
v v
3. Proceso: Funcién Implicita 5. Proceso: Derivacién Implicita
Grafica
\S { I\ Y,

7. Accién: Interpretacién Grafica
Comparar y’ con pendiente

—
H

Interiorizacién

Al

8. Proceso: Interpretaciéon Geométrica
dy/dx como pendiente general

v

9. Objeto: Derivada
Implicita

Entidad manipulable

Tematizacién
v

N 10. Esquema: Derivacién Implicita

y Tasas relacionadas / Problemas

Figura2. Diagrama que relaciona estructuras y mecanismos de las

descomposicidn genética propuestas.
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inclusién consideraron: haber aprobado los cursos
previos de Algebra y Geometria, estar cursando la
asignatura de Calculo en una Variable durante el
segundo semestre y la firma del consentimiento
informado. Por su parte, se excluy6 a aquellos
estudiantes que no asistieron a la totalidad de las
sesiones de la intervencion. Cabe sefalar, que
este grupo poseia caracteristicas académicas y
demogréficas similares al promedio de la cohorte de
ingreso a ingenieria en la universidad, lo que permite
estudiar el fenémeno en un contexto ecolégicamente
valido para la institucién.

Disefio y fases de la investigacion

El disefio de la investigacion se estructurd en tres fases
secuenciales y bien definidas, con el propésito de validar
empiricamente la descomposicion genética propuesta.
Este disefio permitié primero asegurar la idoneidad
de los participantes, luego aplicar la intervencién
did4ctica y, finalmente, recolectar evidencia sobre las
construcciones mentales desarrolladas.

La primera fase consistié en la verificacion de
prerrequisitos. Antes de iniciar la intervencion
didactica, se administré un cuestionario a los
estudiantes participantes. El objetivo de este
instrumento no fue medir su conocimiento sobre
derivacién implicita, sino confirmar que estos
estudiantes poseian las construcciones mentales previas
consideradas indispensables en la descomposicién
genética. Esto incluyé evaluar si contaban con un
Proceso de funcién explicita y un Esquema funcional
de la regla de la cadena, entre otros. Se verificé que
mayor parte de los 40 estudiantes (34 de 40) que
participaron de esta investigacién cumplian con los
criterios minimos (prerrequisitos), asegurando as{
un punto de partida cognitivo casi homogéneo y
pertinente para el desarrollo de esta investigacion.

La segunda fase fue la intervencién didactica,
que constituyé el eje central de la investigacion.
Durante un periodo de una semana, los estudiantes
participaron de una secuencia de cuatro sesiones de
ensefianza disefiadas a partir de la descomposicién
genética propuesta. Cada actividad, ejemplo y
discusién de clase fue planificada intencionalmente
para promover especificamente las construcciones
mentales hipotetizadas en la descomposicion genética.

La tercera fase correspondi6 a la evaluacion y
analisis de la intervencion didactica. Con este fin,

una semana después de la dltima sesion, se aplicd
un cuestionario final a los 40 estudiantes para
recolectar evidencia sobre las construcciones mentales
logradas. Para profundizar en estos hallazgos y
comprender el razonamiento detras de las respuestas,
se realizaron entrevistas clinicas semi-estructuradas
con una submuestra de cuatro estudiantes. Estos
estudiantes participaron de forma voluntaria en
las entrevistas y representaban diferentes niveles
de desempeiio. Esta doble aproximacion permitid,
por un lado, caracterizar el impacto general de la
intervencion en todo el grupo y, por otro, obtener datos
cualitativos detallados para ejemplificar y analizar
en profundidad el pensamiento de los estudiantes,
proveyendo asi la evidencia necesaria para la
validacion y/o refinamiento de la descomposicion
genética propuesta.

La intervencion didactica

Cada una de las cuatro sesiones de la intervencion
(Tabla 1) comenzaba con una actividad inicial de 10
minutos, disefiada para abordar los conocimientos
previos (prerrequisitos). Dada las caracteristicas
de los participantes, esta actividad tuvo un
doble propésito. Para los 34 estudiantes que ya
cumplian con los criterios minimos, sirvié como
una activacion de conocimientos, es decir, una
preparacion cognitiva para que recordaran y tuvieran
disponibles las estructuras mentales necesarias para
la sesion. En cambio, para los 6 estudiantes que
mostraron debilidades, esta fase funcioné como
una nivelacion focalizada, ofreciendo un refuerzo
sobre los conceptos base. Por ejemplo, antes de la
sesion de exploracién grafica, se realizé un breve
repaso del concepto de funcién y la prueba de la
linea vertical para discriminar una funcién de una
relacién. Del mismo modo, previo a la sesién de
derivacién implicita, se recordaron y practicaron
ejemplos de la regla de la cadena para funciones
explicitas. Esta practica inicial diferenciada fue un
control metodolégico clave, permitiendo que las
dificultades observadas durante la sesioén principal
pudieran atribuirse con mayor certeza al nuevo
concepto de derivacion implicita y no inicamente
a las debilidades en los prerrequisitos.

Instrumentos y analisis de datos

Para la recoleccién de datos que permitieran
validar la descomposicién genética propuesta, se
disefiaron y aplicaron dos instrumentos de caracter
cualitativo: un cuestionario escrito y entrevistas
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Tabla 1. Sesiones de la intervencion didactica.

Sesion Construccion Mental

Actividades centrales y discusion (80 min)

Proceso de funcién implicita
(via gréfica).

El objetivo fue guiar a los estudiantes desde la Accién de relacion entre
variables hacia un Proceso de funcién implicita (via gréfica). Trabajando
en grupos, los estudiantes utilizaron el software GeoGebra para visualizar
curvas definidas por ecuaciones implicitas (ej. x> + y*> = 25). La exploracién
dindmica y la discusién grupal se orientaron a que interiorizaran estas
Acciones en un Proceso, permitiéndoles concebir que una ecuacién puede
definir localmente a y como funcién de x, un prerrequisito fundamental
para el concepto.

Proceso de derivacion
implicita (via analitica).

Esta sesion se enfocé en el Proceso de derivacion implicita via analitica.
Se partié de la Accién de derivacion por sustitucién, donde se reemplazé
formalmente y por f{x) para hacer visible la composicién de funciones. La
discusion guiada en clase se centrd en justificar la aparicion del término
ﬂ, vinculdndolo directamente con la regla de la cadena. El objetivo era

dx
que los estudiantes no solo aplicaran una regla de memoria, sino que
comprendieran su origen conceptual.

Encapsulacién en un Objeto
de derivada implicita.

Se promovi6 la encapsulacién del Proceso en el Objeto de derivada
implicita. Se plantearon problemas que exigian a los estudiantes realizar
nuevas Acciones sobre la expresion dy ya obtenida. Por ejemplo, se les

pidi6 determinar los puntos de una curva donde la tangente es horizontal,
lo que requiere tomar la expresion de la derivada como una entidad dnica
y analizar cudndo su valor es cero.

La construccién del esquema
de derivacién implicita.

La sesion final buscé observar el desarrollo del Esquema de derivacién
implicita. Se utilizaron problemas de aplicacién en contextos variados, como
las tasas relacionadas, que requerian que los estudiantes no solo aplicaran
el algoritmo, sino que relacionaran el concepto de derivacion implicita con
otros Esquemas previos y coordinaran fluidamente sus representaciones
analiticas y geométricas para resolver problemas complejos.

clinicas semi-estructuradas. El disefio de ambos
instrumentos, clasicos de la teoria APOE, se
fundament6 directamente en las construcciones y
mecanismos mentales descritos en la descomposicién
genética, con el fin de obtener evidencias especificas
sobre el razonamiento de los estudiantes.

Antes de su aplicacioén, tanto el cuestionario como
el protocolo de entrevista fueron sometidos a una
validacién de contenido mediante juicio de expertos.
Dos investigadores especialistas en Didactica
de la Matematica y Teoria APOE revisaron la
correspondencia entre cada tarea y la construccién
mental que pretendia medir (Tabla 2), realizandose
ajustes menores en la redaccién de los enunciados
para asegurar su claridad.

El cuestionario
Se disefié un cuestionario conformado por seis
tareas, para ser resuelto de forma individual en

un tiempo maximo de 90 minutos. El propésito
del cuestionario fue obtener una visién amplia
de las construcciones mentales de los 40
estudiantes, a través de problemas que requerian
desde la aplicacién de procedimientos hasta la
justificacién y aplicacidn de conceptos vinculados
a la derivacién implicita en contextos variados.
En la Tabla 2, se presentan las tareas y el objetivo
de cada una en funcién de la descomposicién
genética propuesta.

Las entrevistas clinicas

Posteriormente a la aplicacién del cuestionario, se
realizaron entrevistas clinicas semi-estructuradas
de 60 minutos de duracién con cuatro estudiantes
que aceptaron voluntariamente participar. Estos
estudiantes fueron seleccionados por presentar
diferentes niveles de desempefio en el cuestionario,
con el fin de obtener una visién mas diversa respecto
a los razonamientos y construcciones mentales.
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Tabla 2. Tareas del cuestionario y objetivos asociados.

Tarea Enunciado Objetivo
E dy ] definid 1 Evidenciar una concepcién de Accién o Proceso de
1 ncuentre I para fa curva delinida por 1a | gerjvacién implicita, evaluando la correcta aplicacion
ecuacion: x> + y? = 6xy. del procedimiento de derivacion.
Al derivar un término como cos(y) con respecto
d . .. )
a x, el resultado es —sen(y) Ey Explique consus | Evaluar la construccién de un Proceso de derivacion
2 propias palabras por qué es necesario incluir el implicita, verificando si el estudiante puede justificar
" dy conceptualmente el uso de la regla de la cadena.
actor —.

Un estudiante derivé x%y = 1 y su respuesta fue:

concepto que aplicé incorrectamente.

3 Zx% = 0. Identifique el error y explique el

Sondear la robustez del Proceso de derivacién implicita
y el Esquema de las reglas de derivacion.

Considere la elipse x> + 4y? = 16:

Evidenciar la encapsulacién del Proceso en el Objeto

d . . . . .
4 a) Encuentre @ de derivada implicita, evaluando si el estudiante puede
b)Use el resultado para encontrar los puntos tral;ar ia explresmip de la den\fda. como una entidad
donde 1a tangente es horizontal. sobre la cual realizar nuevas Acciones.
Evaluar una concepcién de Objeto consolidada, ya
2 . dy .
5 ue requiere tratar — como un Objeto que puede
Para la curva x> + y> = 9, encuentre —5 - 4 d jeto que p
dx ser derivado nuevamente.
Una escalera de 5[m] estd apoyada en una pared. ..
[.,] POy P Sondear el desarrollo del Esquema, requiriendo la
Su base resbala, alejdndose de la pared a 0,5 [m/s]. R R
6 coordinacion de la derivacién implicita con el contexto

(A qué velocidad baja la parte superior de la
escalera cuando la base estd a 3[m] de la pared?

de tasas de cambio relacionadas (derivar respecto a f).

El objetivo principal de las entrevistas fue aclarar
y profundizar en las respuestas escritas de los
estudiantes, explorando las dudas y los procesos de
pensamiento que no son visibles en el papel. Por
este motivo, no se utilizé un guion de preguntas
fijo, sino que este se adaptd a las producciones
(protocolos de resolucién) de cada estudiante.
El entrevistador utilizé preguntas de sondeo para
incitar a los participantes a “pensar en voz alta”.
Algunos ejemplos del tipo de preguntas realizadas
se presentan en la Tabla 3.

Analisis de datos

El andlisis de los datos fue de naturaleza cualitativa e
interpretativa, con el propdsito de buscar evidencias
que permitieran validar la descomposicién genética
propuesta. Este modelo cognitivo hipotético sirvi6
como el principal lente analitico para interpretar
las producciones de los estudiantes. El proceso se
llev6 a cabo de forma sistematica, comenzando
con la codificacién de los 40 cuestionarios y las
transcripciones textuales de las cuatro entrevistas

clinicas. Los dos investigadores trabajaron de forma
independiente, revisando cada respuesta y asignando
codigos correspondientes a las construcciones
mentales (Accién, Proceso, Objeto) definidas
en la descomposicién genética. Para asegurar la
rigurosidad y fiabilidad de las interpretaciones, se
realizé un proceso de triangulacién entre ambos
investigadores. Una vez finalizada la codificacién
individual, los investigadores se reunieron en dos
sesiones de consenso para comparar sus andlisis,
discutir cualquier la discrepancia interpretativa y
llegar a un acuerdo unanime para cada evidencia.
Este paso fue fundamental para garantizar la
consistencia de los resultados. Asimismo, se
aplic6 una triangulacién de datos para los cuatro
estudiantes entrevistados, donde sus respuestas
escritas en el cuestionario se contrastaron con sus
explicaciones verbales en la entrevista. Este cruce de
informacién permiti6 confirmar, refutar o enriquecer
las inferencias iniciales sobre su razonamiento,
obteniendo asi una visién mas profunda y valida de
sus construcciones mentales. El resultado de este
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Tabla 3. Ejemplos de preguntas de la entrevista clinicas.

Tarea
asociada

Pregunta de sondeo

Propésito de la pregunta

Veo como derivaste el término 6xy. ;Puedes
explicarme paso a paso tu razonamiento para
llegar a ese resultado?

Distinguir entre una concepcion de Accién (el
estudiante recita los pasos de la regla del producto)
y una de Proceso (el estudiante justifica por qué
y se trata como una funcién de x en el producto).

En tu respuesta mencionas la “regla de la cadena”.
(Puedes explicarme con tus propias palabras
c6mo la estds pensando en este problema?

Verificar si el conocimiento de la regla es una
Accién memorizada o un Proceso interiorizado
que el estudiante puede justificar conceptualmente.

(Por qué crees que el estudiante se equivoco?
(Qué idea o regla no entendid bien para cometer
ese error?

Evaluar la robustez del Proceso de las reglas de
derivacion, observando si el estudiante puede articular
el concepto subyacente mal aplicado por otro.

Veo que igualaste el numerador de la derivada a
cero. ;Qué estabas buscando geométricamente
en la elipse al hacer esa operacion algebraica?

Determinar si el estudiante ha encapsulado la derivada
en un Objeto, al verificar si puede conectar una
Accibn sobre la férmula (dlgebra) con su significado
en el grifico (geometria).

Al calcular la segunda derivada, tuviste que
. . . d ) )
derivar el término d_y (Como pensaste en €l en

X

ese momento: ;como un nimero, una variable
o una funcién?

Sondear directamente la concepcién de Objeto. Un
estudiante que lo ve como una funcién sobre la cual
puede operar de nuevo muestra una encapsulacién
consolidada.

En este problema derivaste con respecto a
‘t’ (tiempo), pero en la Tarea 1 derivaste con
respecto a ‘x’. ;Puedes explicar la diferencia y

Evaluar la flexibilidad y coherencia del Esquema del
estudiante, observando si puede adaptar y coordinar

por qué se hace asi?

el concepto en un contexto de aplicacion diferente.

proceso analitico fue una caracterizacion detallada
del estado cognitivo de los estudiantes en términos
de sus estructuras mentales, que fundamenta la
presentacién de resultados.

RESULTADOS

El andlisis de los 40 cuestionarios y las cuatro
entrevistas clinicas se enfoc6 en buscar evidencias que
permitieran validar cada una de las construcciones
mentales hipotetizadas en la descomposicion genética.
Los resultados se presentan de forma secuencial,
contrastando las producciones de los estudiantes con
las etapas del modelo cognitivo propuesto. Los datos
no solo confirman la viabilidad de la mayor parte
de la descomposicion genética, sino que también
revelan puntos de dificultad no anticipados que
sugieren un refinamiento de esta.

A partir del andlisis de las respuestas al cuestionario,
se clasificé a los participantes seguin el nivel de
construccién mental predominante alcanzado
(Accidn, Proceso u Objeto). La Tabla 4 resume
esta distribucion, vinculando cada nivel con los
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indicadores de desempefio observados en las tareas
especificas.

Validacién de las construcciones iniciales

La primera parte de la descomposicién genética
propone que la construccién de un Proceso de
funcién implicita puede ser promovida a través
de vias gréficas y analiticas. Los datos de la
intervencién respaldan fuertemente esta parte del
modelo. Concretamente, la intervencion didactica
comenzd con la Accion de funcién local, donde
los estudiantes utilizaron GeoGebra para visualizar
curvas. El impacto de esta actividad fue evidente
en las respuestas a la Tarea 4 del cuestionario. Por
ejemplo, la respuesta del estudiante Es al inciso (a)
que se muestra en la Figura 3.

Esta respuesta demuestra una sélida intuicién
geométrica. Contrariamente, la respuesta de E;,
a la misma tarea e inciso del cuestionario fue
“No sé como saberlo sin calcular la derivada
primero”, evidenciando una dependencia total del
procedimiento analitico y una falta de conexién
con la representacioén grafica. La interiorizacion
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Tabla 4. Clasificacion de estudiantes segtn nivel de construcciéon mental APOE alcanzado.

Estudiantes

Construccion
(n =40)

Descripcion del Indicador de Logro

Porcentaje

Realizan el algoritmo de derivacidn (sustitucién o férmulas) pero
dependen de reglas memorizadas sin justificacién conceptual. No 14
logran explicar el origen del término (Falla en Tarea 2).
Justifican conceptualmente el uso de la regla de la cadena y la
composicién de funciones (Exito en Tarea 2 y 3). Conciben la
funcién implicita localmente, pero no logran operar sobre la
derivada resultante como un todo.

Accién 35%

Proceso 18 45%

Encapsulan el proceso: tratan la expresién como una entidad
estdtica a la que pueden aplicar nuevas acciones, como derivarla 8
nuevamente () o analizar su nulidad (Exito en Tareas 4b y 5).

Objeto 20%

LA ELPSE ES MAS ANCith QUE ATA . LAd ThUeENTES bion ZONTALED
ESTAREN TN Lob UNTos DE Ak y AbRYo , (012) 7 (a7) . Lks
JERTECALES B4Thran B Los ExTREMOY, g (H0)y (H0)
Figura 3. Respuesta del estudiante E5 a la tarea 4 inciso a).

de esta Accién en un Proceso se encontré en las  La respuesta escrita de la estudiante E,; fue muy

entrevistas. La estudiante E,5 expresé su dificultad
inicial y posterior comprension “En el papel, la
ecuacion no me decia nada. Eran solo letras. Tuve
que ver la animacion en GeoGebra varias veces
para entender que estdbamos hablando de un
pedacito de la curva, no de toda. Ahi entendi que
localmente si es una funcion”.

Por otra parte, en la Tarea 2 del cuestionario, que
pedia justificar el uso de la regla de la cadena, 26
de los 40 estudiantes (65%) lograron articular una
explicacion conceptualmente correcta, validando la
construccion de un Proceso de derivacion implicita.

clara y precisa, como se muestra en la Figura 4.

En contraste, la respuesta de Es fue “Porque siempre
que derivas y, tienes que poner 'y prima’. Esta
respuesta, aunque lleva a un resultado correcto, es
una regla memorizada sin justificacion, caracteristica
de una concepcion de Accién. De manera similar, en
la Tarea 3 (analisis de error), 28 de 40 estudiantes
(70%) identificaron correctamente la omision de la
regla del producto. Larespuesta de E fue: “El error
es que se traté a x*> como una constante al derivar.
Es un producto de dos funciones, x> e y(x), por lo
que se debe aplicar la regla del producto”. Esta

b micsanssr wmckecn Sy pajid i apheandor da. rugla

Lo e cadiman. Goms y oy sman fomatshn die X, amtinces ceoty)
ex unon compoicion de Jrramas, Gnffca) La doinadon e
[L\ M coume mww&"‘ An i mudtp(:m&\ fw“l Lot JMMNLO\

o Jumods & i, qut 1y

Figura 4.

Respuesta del estudiante E,; a la tarea 2.
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capacidad de diagnosticar un error conceptual en
otro es una fuerte evidencia de un Proceso estable.

Validacion de la encapsulacion en el Objeto de
derivada implicita

La descomposicién genética propone que un
Proceso robusto puede ser encapsulado en un
Objeto cognitivo. Los datos indican que esta es
una construccién cognitivamente mas demandante,
pero que fue alcanzada por una minoria de los
estudiantes, validando su posicién como una etapa
avanzada en el modelo. Concretamente, las tareas 4b
y 5, que requerian operar sobre la derivada, fueron
resueltas con éxito solo por 8§ de los 40 estudiantes
(20%). El caso de E g es ilustrativo de un Proceso
no encapsulado. Esto ya que calcul6 correctamente
la derivada, pero no fue capaz de aplicar Acciones
sobre ella como se muestra en la Figura 5.

Como se observa, el trabajo escrito del estudiante
E g se detuvo abruptamente, mostrando que, aunque
puede ejecutar el procedimiento (Proceso), no
concibe la expresion resultante como un Objeto
sobre el cual se pueden realizar nuevas operaciones
(Acciones o Procesos).

Por otra parte, las entrevistas con los estudiantes
proveyeron evidencia sélida de esta encapsulacion.
El estudiante E,, uno de los 8 que resolvié la Tarea 5
(segunda derivada), explicé en su entrevista “La
primera derivada es una funcion (Objeto) que
te da la pendiente. La segunda derivada es otra

Jfuncion (Objeto) que obtengo al derivar (operar)
sobre la primera, y te incica si la curva es concava
hacia arriba o hacia abajo. Te permite conocer la
curvatura de la grdfica sin tener que dibujarla”.
Esta verbalizacién muestra que no solo manipula el
Objeto-derivada, sino que lo integra en un sistema
de relaciones mas amplio (concavidad/curvatura),
lo que representa una concepcion de Objeto muy
consolidada.

Propuesta de refinamiento de la descomposicién
genética

Si bien la descomposicion genética fue validada
en sus construcciones mentales principales, el
andlisis detallado de los errores revel una dificultad
especifica que el modelo preliminar que propusimos
no habia considerado explicitamente, sugiriendo
la necesidad de un refinamiento. Concretamente,
nuestra propuesta de descomposicién genética
asumi6 como prerrequisito un Esquema funcional
de laregla de la cadena y un Proceso de la regla del
producto, se observé una disociacion significativa
cuando ambas reglas debian coordinarse dentro de
una misma expresion. Esta dificultad fue evidente
al comparar el desempefio de distintos estudiantes
en diferentes tareas. Por ejemplo, el estudiante
E,g derivé correctamente el término y? como

3y2% y el término 6xy como 6y + 6x & en
la Tarea 1. Sin embargo, al ser consultado en la
entrevista sobre como derivaria un término como
(xy)?, dudé y respondi6 *; Tendria que usar la regla

Q) Enertre _3{ s K"*’Mlz 14 /jf(

x +87~%{ =0 /4

K"’L"/*éj =)

dx

i 8- R

)

& -

Jx

=i 48

BE"

L‘

D) Use ¢\ yresulhdo pare en contrar bs privtos donde 5 Hongente
¢5 horizontal : s ancadvay oo putos necesito va ualor Jo
Koy Mo 5¢ (o Feguir-. .

Figura 5.
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Respuesta del estudiante E ¢ a la tarea 4.
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de la potencia primero y luego la del producto? ;O
al revés? No estoy seguro”. Esta duda, presente en
varios estudiantes, evidencia que la coordinacién
de ambas reglas no es una construccion trivial. La
respuesta del estudiante Es a una pregunta similar
fue atin mas reveladora de esta lucha cognitiva “La
regla de la cadena es complicada y cuando estd
con el producto me enredo, no sé cudl va primero.
Se siente como si fueran dos derivadas distintas
alavez”.

Este hallazgo sugiere que no es suficiente que los
estudiantes posean los Procesos de la regla de la
cadena y la regla del producto de forma aislada.
Por tanto, la descomposicién genética deberia
ser refinada para incluir una construccién mental
intermedia y explicita. Esta construccién mental
deberia corresponder a una coordinacién de Procesos
que deberia estar situada después del “Proceso de
derivacién implicita” y antes de la “Encapsulacién en
Objeto”. Su objetivo seria que el estudiante coordine
el Proceso de la regla del producto con el Proceso de
la regla de la cadena, para manejar exitosamente la
derivacién de funciones compuestas cuyo argumento
es un producto, como por ejemplo eVo In(xy), entre
otras. Este refinamiento haria de la descomposicién
genética un modelo mas preciso, capaz de predecir
y guiar la instruccién para una de las dificultades
mas sutiles y persistentes observadas en el estudio.

DISCUSION

El objetivo principal de este trabajo fue proponer y
validar una descomposicién genética para la derivacion
implicita. Los resultados ofrecen un fuerte respaldo a la
estructura general del modelo propuesto. La evidencia
muestra que la intervencién didéctica, disefiada a partir
de la descomposicion genética, facilit6 efectivamente el
transito de los estudiantes a través de las construcciones
mentales hipotetizadas. La progresién observada,
desde una dependencia de procedimientos mecéanicos
(Accidn) hacia una comprension justificada y flexible
(Proceso y Objeto), se alinea con la trayectoria
cognitiva descrita en la descomposicién genética.
Esto sugiere que el modelo no solo es tedricamente
coherente con los principios de la teorfa APOE, sino
que también es empiricamente viable como un mapa
para el aprendizaje de este concepto.

Uno de los aspectos mds significativos de esta
investigacion es la validacién de la importancia de

construir un Proceso de funcién implicita robusto. La
literatura sefiala que una de los mayores problemas
de los estudiantes es su dificultad para concebir
que una ecuacién pueda definir localmente a una
variable como funcién de la otra. La descomposicién
genética propuso abordar esto a través de una
via gréfica inicial. Los resultados confirman la
efectividad de este enfoque. La evidencia, tanto de
los cuestionarios como de las entrevistas, sugiere
que las actividades de visualizacién con GeoGebra
permitieron a los estudiantes construir una imagen
conceptual sélida de la funcién local, superando
la disociacién entre las representaciones grafica y
analitica mencionada [8]. Esta construccién grafica
inicial parece ser un prerrequisito indispensable
para que la aplicacién analitica de la regla de la
cadena adquiera significado y no sea simplemente
un paso memorizado.

Por otra parte, si bien la mayoria de los estudiantes
logré construir un Proceso de derivacién implicita,
solo una minoria (8 de 40) mostré evidencias
claras de haber encapsulado este Proceso en
un Objeto. Este resultado es consistente con la
teoria APOE, que postula que la encapsulacién
es un paso cognitivamente demandante. Las
tareas del cuestionario disefiadas para evaluar
esta construccién (Tareas 4, 5 y 6) actuaron como
un claro diferenciador entre los estudiantes que
podian ejecutar un procedimiento y aquellos que
podian operar sobre €l. Esto valida la posicién del
Objeto como una construccion avanzada dentro de
la descomposicién genética. Implica que, para la
ensefianza, no es suficiente con que los estudiantes
aprendan a “hacer” la derivacién implicita; es
necesario disefiar explicitamente problemas que los
obliguen a “usar” la derivada como una herramienta
de andlisis para promover esta encapsulacion.

Otras de las contribuciones importantes de los datos
fue la revelacion de una dificultad no anticipada en la
descomposicién genética preliminar: la coordinacién
de reglas de derivacién. La descomposicién
genética asumia que un Proceso de la regla del
producto y un Esquema de la regla de la cadena
eran prerrequisitos suficientes. Sin embargo, los
resultados mostraron que, incluso teniendo estos
conocimientos de forma aislada, los estudiantes
fallaban al intentar aplicarlos de manera coordinada.
Esto tiene implicaciones importantes ya que refuerza
la idea de que el conocimiento matematico no es
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simplemente una suma de partes; la habilidad para
integrar y coordinar diferentes Procesos es una
construccién mental en s{ misma. La propuesta
de refinar la descomposicion genética para incluir
una construccién vinculada a la coordinacién de
Procesos aborda directamente esta brecha. Este
refinamiento transforma la descomposicién genética
de un modelo descriptivo a uno mas predictivo y
pedagdgicamente titil, ya que da luces una zona de
dificultad que la ensefanza tradicional, enfocada
en reglas aisladas, suele pasar por alto.

Nuestros hallazgos sobre la importancia de la
visualizacién grafica coinciden con lo reportado
por Borji y Martinez-Planell [5], quienes advierten
que la falta de una concepcién de funcién impide la
comprension de la derivada implicita. Sin embargo,
a diferencia de Kandeel [4], quien clasifica los
errores de la regla de la cadena principalmente
como procedimentales, nuestro estudio sugiere que
la dificultad al coordinar la regla de la cadena con
la del producto, por ejemplo, en (xy)3, tiene una raiz
cognitiva mds profunda vinculada a la gestién de
multiples procesos simultdneos, lo que exige una
atencion explicita en la descomposicion genética.

También, es importante reconocer las limitaciones
de esta investigacion. En cuanto a las limitaciones,
al tratarse de un estudio cualitativo con una muestra
intencionada, los resultados no pretenden ser
generalizables estadisticamente a toda la poblacién
de estudiantes de ingenierfa. Sin embargo, la
descripcién densa de las construcciones mentales
permite la transferibilidad de los hallazgos a contextos
educativos con caracteristicas similares. Asimismo,
la intervencion didactica fue de corta duracion (una
semana), lo que puede no ser suficiente para observar
el desarrollo de construcciones mds avanzadas
como un Esquema consolidado o tematizado.
Futuros estudios podrian abordar estas limitaciones
con muestras mas amplias e intervenciones mas
prolongadas.

Por otro lado, los resultados de este estudio
trascienden el ambito del aprendizaje del Célculo
para dialogar directamente con la formacién de
competencias para la innovacién en ingenieria. El
transito cognitivo descrito en la descomposicién
genética, desde una concepcion de Accidn hasta la
construccién de un Objeto y un Esquema, es andlogo
al desarrollo del pensamiento ingenieril sofisticado.
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Concretamente, un estudiante que opera en el nivel
de Accién se asemeja a un técnico que aplica una
férmula sin comprender sus limites o su fundamento.
Por su parte, la construccién de un Proceso representa
el primer paso hacia el pensamiento de un ingeniero,
la comprensién del “por qué” detras de un método, lo
que permite adaptarlo y verificarlo. Del mismo modo,
la encapsulacién en un Objeto, donde la derivada
se convierte en una herramienta manipulable, es
paralela a la competencia de abstraccién, esencial en
ingenieria para modelar un sistema complejo como
un componente funcional. Finalmente, el desarrollo
de un Esquema, que conecta la derivacién implicita
con otros conceptos como las tasas de cambio
relacionadas, refleja el pensamiento sistémico,
habilidad indispensable para la innovacidn, ya que
permite al ingeniero ver las interconexiones entre
diferentes partes de un problema.

Por lo tanto, una intervencion didactica como la
propuesta no solo ayuda a construir un concepto
matemadtico, sino que activamente entrena las
estructuras cognitivas necesarias para la resolucién
de problemas complejos e innovadores. Al promover
una comprensién conceptual y estructural, se
esta contribuyendo a formar ingenieros que no
solo aplican el conocimiento existente, sino que
estan cognitivamente equipados para crear nuevas
soluciones.

CONCLUSIONES

La principal contribucion de esta investigacion es
la provisién de un modelo cognitivo empiricamente
refinado para el aprendizaje de la derivacion implicita.
Mas alla de simplemente validar una trayectoria
tedrica, el analisis de las construcciones mentales
de los estudiantes reveld la necesidad critica de
incorporar una etapa explicita de coordinacién de
reglas de derivacion dentro de la descomposicién
genética. Este refinamiento representa un avance en
la comprension de las dificultades especificas que
enfrentan los estudiantes, sefialando que la integracién
de conocimientos previos es una construcciéon mental
en si misma y no un prerrequisito pasivo.

Desde una perspectiva pedagdgica, los hallazgos instan
aun cambio en la forma en que se aborda la derivacion
implicita en el aula de ingenierfa. Se demuestra
que un enfoque que privilegia la visualizacién
grafica inicial y la justificacién conceptual de los



Fuentealba, Cdrcamo: De la accion al esquema: Un estudio sobre la construccion del concepto de derivacion implicita...

procedimientos es significativamente mas efectivo
que la mera instruccién algoritmica. La evidencia
sugiere que, para construir una comprension profunda
y flexible, la ensefianza debe centrarse en facilitar
la transicién de los estudiantes desde la ejecucion
de Acciones mecdnicas hacia la construccién de
Procesos con significado y, finalmente, hacia la
encapsulacioén de estos en Objetos matematicos
funcionales.

Si bien este estudio establece un modelo validado
para una poblacién especifica, abre nuevas vias para
la investigacién futura. Queda por explorar el impacto
a largo plazo de estas construcciones mentales en
el aprendizaje de conceptos mas avanzados, como
las ecuaciones diferenciales. Asimismo, el disefio
y la evaluacién de materiales didacticos basados en
la descomposicién genética refinada, que puedan
ser implementados a mayor escala, constituyen el
siguiente paso l6gico para transferir estos resultados
a la practica docente universitaria general en el
area del Célculo. Finalmente, se abre la posibilidad
de realizar estudios comparativos que midan la
efectividad de este enfoque frente a metodologias
de ensefianza tradicionales.
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