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Resumen

Este trabajo presenta un estudio exploratorio y preliminar sobre la aplicaciéon de un algoritmo cuantico
variacional para resolver problemas de planificacion minera a cielo abierto con capacidad de extraccién
flexible. El objetivo principal es evaluar la viabilidad técnica de la formulacién propuesta y su resolucion
mediante QAOA, mas que comparar su rendimiento frente a métodos clésicos o cubrir un amplio rango de
instancias. Se desarrolla una formulacién Quadratic Unconstrained Binary Optimization (QUBO) que
incorpora variables de holgura para modelar restricciones de capacidad del tipo “menor o igual”, permi-
tiendo operaciones por debajo de la capacidad maxima sin penalizaciones. La metodologia emplea el
Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) para optimizar la selecciéon de bloques maximi-
zando la ganancia econdmica de la extracciéon mientras respeta restricciones de precedencia geoldgica y
limites operativos flexibles. El enfoque se valida mediante un caso de estudio en un yacimiento sintético
de cobre de 18 bloques resuelto en un simulador cudntico, demostrando la capacidad del algoritmo
cudntico para manejar la complejidad adicional introducida por las variables auxiliares. Esta investigacion
establece fundamentos para aplicar computacion cudntica a problemas de planificacién minera con mayor
flexibilidad operativa.
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Abstract

This work presents an exploratory, preliminary study of applying a variational quantum algorithm to solve
open-pit mine planning problems with flexible extraction capacity. The main objective is to assess the
technical feasibility of the proposed formulation and its resolution using QAOA, rather than to benchmark
its performance against classical methods or address a wide range of instances. A Quadratic Uncon-
strained Binary Optimization (QUBO) formulation is developed that incorporates slack variables to model
capacity constraints as “less than or equal to,” allowing operations below maximum capacity without
penalties. The methodology employs the Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) to opti-
mize block selection by maximizing the economic gain from extraction while respecting geological prece-
dence constraints and flexible operational limits. The proposed approach is validated through a case study
involving an 18-block synthetic copper deposit, which is solved using a quantum simulator. The results
demonstrate the quantum algorithm’s capacity to address the increased complexity introduced by auxil-
iary variables. This study establishes a framework for applying quantum computing to mining planning
problems that require more prominent operational flexibility.
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INTRODUCCION

La planificacion minera estratégica constituye uno de los problemas de optimizacién mds
complejos en la industria extractiva, donde la determinacion éptima de qué bloques extraer y en
qué secuencia impacta directamente en la viabilidad econémica de los proyectos [1]. Los modelos
de planificacion minera tradicionalmente emplean restricciones de capacidad del tipo "menor o
igual" que permiten operar por debajo de la capacidad maxima, reconociendo la realidad opera-
tiva donde las minas rara vez funcionan exactamente a su capacidad nominal debido a factores
como mantenimiento preventivo de equipos, variaciones en la dureza del material, condiciones
climaticas adversas, y consideraciones de seguridad [2]. Esta flexibilidad operativa proporciona
mayor robustez y permite mejor adaptacion a las condiciones dindmicas del entorno minero [3].

Bajo el enfoque Direct Block Schedule (DBS), la planificacién minera en operaciones a cielo
abierto es un problema de la clase NP-hard en términos de complejidad computacional. El espacio
de soluciones posibles experimenta un crecimiento exponencial en funcion del nimero de bloques
considerados, y la literatura no reporta algoritmos de complejidad polinomial capaces de garan-
tizar la optimalidad global en casos generales [4], [5].

Diversos enfoques cldsicos han sido propuestos para abordar este problema, incluyendo métodos
exactos basados en programacién entera, metaheuristicas como Particle Swarm Optimization,
Simulated Annealing, Tabu Search y Variable Neighborhood Descent, asi como técnicas de inteli-
gencia artificial basadas en redes neuronales y aprendizaje por refuerzo [6] - [13]. Aunque estas
metodologias pueden producir soluciones de buena calidad, presentan limitaciones relevantes en
escalabilidad, interpretabilidad, garantias de optimalidad y sensibilidad a la configuracién de
hiperparametros [14], [15]. Estas restricciones motivan la necesidad de explorar enfoques alter-
nativos capaces de manejar de manera mas robusta la complejidad combinatoria inherente al
problema.

En este contexto, la computaciéon cudntica emerge como una tecnologia prometedora para
abordar la complejidad combinatoria de problemas de planificacién minera con capacidad
flexible, trabajando de manera hibrida con algoritmos clasicos [16]. Los algoritmos cudnticos
variacionales como el Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) [17], particular-
mente, aprovechan la superposicién cuantica y el entrelazamiento para explorar eficientemente
espacios de solucion de alta dimensionalidad [18]. Sin embargo, estos métodos requieren formu-
laciones Quadratic Unconstrained Binary Optimization (QUBO) [19] que incorporan restricciones
de igualdad mediante términos de penalizacidon cuadraticos [20].

El presente estudio desarrolla una formulacién QUBO especifica para problemas de planificacién
minera con restricciones de capacidad flexible, empleando variables de holgura para convertir
restricciones de desigualdad en restricciones de igualdad manejables por algoritmos cudnticos.
Esta formulacion se resuelve mediante QAOA implementado en un simulador cuantico con Qiskit
[21], demostrando la viabilidad técnica del enfoque cuantico para manejar la complejidad
adicional introducida por la flexibilidad de capacidad. Esto representa un avance en comparacion
con enfoques cudnticos anteriores, los cuales no consideran capacidades flexibles y solamente
consideran restricciones de precedencia de bloques [22] - [24].
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Esta investigacién forma parte de una linea de trabajo preliminar y exploratorio, orientado a veri-
ficar la viabilidad técnica de aplicar computacién cuantica a problemas de planificacion minera
con capacidad flexible. El presente trabajo no busca aun realizar comparaciones exhaustivas con
métodos cladsicos ni evaluar multiples instancias, sino establecer una base para futuros estudios
con mayor alcance.

FUNDAMENTOS DE LA COMPUTACION CUANTICA

La computacién cudntica representa un paradigma computacional que explota principios de la
mecanica cuantica para realizar cdlculos que pueden superar las capacidades de sistemas clasicos
en dominios especificos. Los qubits, unidades fundamentales de informacién cuantica, pueden
existir en superposiciones coherentes de estados computacionales, permitiendo el procesamiento
paralelo de multiples configuraciones simultdneamente [18].

El desarrollo tecnoldgico actual ha producido mudltiples implementaciones fisicas de computa-
doras cuanticas, cada una optimizada para diferentes clases de problemas computacionales:

* Sistemas Basados en Compuertas Cudnticas: Utilizan secuencias de operaciones unitarias
aplicadas a qubits individuales o conjuntos pequefios de qubits. Este modelo proporciona la
maxima flexibilidad algoritmica y representa el estindar para computacion cuantica de
proposito general [25]. Los circuitos cudnticos en este paradigma manipulan estados
mediante rotaciones controladas y operaciones de entrelazamiento.

* Computaciéon Cuantica Adiabatica: Resuelve problemas de optimizacién mediante evolu-
cién gradual desde un Hamiltoniano inicial simple hacia un Hamiltoniano objetivo que codi-
fica el problema. Este enfoque es naturalmente adecuado para problemas de optimizacion
combinatoria y ha inspirado el desarrollo de algoritmos como QAOA [26].

* Arquitecturas Topoldgicas: Explotan propiedades topoldgicas de ciertos sistemas
cudnticos para proteger informacién contra errores. Aunque prometedoras para la tolerancia
a fallos, estas tecnologias permanecen en etapas experimentales [27].

* Sistemas de Variables Continuas: Operan con grados de libertad continuos en lugar de
qubits discretos, ofreciendo ventajas para simulaciéon cuantica y ciertos problemas de optimi-
zacion [28].

Las implementaciones cudnticas actuales, aunque han alcanzado escalas de mas de 1,000 qubits
fisicos [29], enfrentan limitaciones fundamentales debido a decoherencia, errores de compuertas,
y ausencia de correccién de errores robusta [30], [31]. Estas limitaciones restringen tanto el
numero de qubits légicos efectivos como la profundidad de circuitos cudnticos implementables,
sin embargo, aun con estas dificultades, la construcciéon de algoritmos cudnticos ha capturado el
interés de gobiernos, instituciones académicas y empresas a nivel global, para prepararse a la
llegada de hardware adecuado para estos [32].

Los simuladores cuanticos clasicos juegan un papel crucial en el desarrollo algoritmico actual
[33]. Estas herramientas emulan el comportamiento cudntico usando recursos computacionales
clasicos, facilitando el desarrollo y caracterizacién de algoritmos cuanticos antes de su implemen-
tacion en hardware real. Aunque limitados por el crecimiento exponencial de recursos, los simula-
dores permiten la investigacién algoritmica para sistemas de tamafio moderado [32].
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La optimizacion cudntica aborda diferentes categorias de problemas segun la naturaleza de sus
variables de decision. Para problemas de optimizacién discreta, la reformulaciéon cuéntica tipica-
mente involucra la construccién de Hamiltonianos cuyos estados fundamentales codifican solu-
ciones éptimas [34]. Esta aproximacion es especialmente efectiva para problemas NP-hard donde
métodos exactos clésicos resultan computacionalmente intratables.

Los problemas de planificacion minera con variables de holgura encajan naturalmente en este
framework, ya que tanto las variables de decision principales (extraer/no extraer bloques) como
las variables auxiliares (capacidad no utilizada) son inherentemente discretas. La codificacién de
estas variables en qubits permite aprovechar el paralelismo cudntico para explorar simultdnea-
mente multiples configuraciones de extracciéon y utilizaciones de capacidad.

Formulacion QUBO

QUBO es una formulacién matematica fundamental que representa problemas de optimizacién
mediante variables binarias, donde las restricciones se incorporan al objetivo a través de términos
de penalizacion [19]. Aunque QUBO puede expresar tanto problemas de maximizacién como de
minimizacién, QAOA requiere que se formulen como problemas de minimizacion. Los problemas
QUBO generan problemas de optimizacion combinatoria donde la complejidad crece cuadratica-
mente con el nimero de variables, aprovechando la propiedad caracteristica de las variables bina-
rias x? = x;.

Un problema QUBO se expresa generalmente como se indica en la ecuacién (1) y ecuacion (2):

n n
min f (x) = xTQx = Z Z q;,jXiX; €))
i=1 j=1
Sujeto a:
x;€{0,1}, Vie {1, .., n} 2
Donde:

¢ x es un vector de variables binarias de decision,

* Q es una matriz real simétrica de tamafio n X n,

* q;; representa el costo asociado a la interaccion entre las variables x; y x;,
* n es el numero de variables binarias.

La matriz Q permite codificar términos lineales y cuadraticos de la funciéon objetivo, donde la
diagonal q;; representa coeficientes de términos lineales y los elementos fuera de la diagonal
qi,j (i # j) representan términos cuadraticos. La simetria de la matriz permite escribir la ecuacién

3:

fx) = Z qiiX; + Z qi,jXiX; 3)
i=1

i<j
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Para problemas de planificacién minera con variables de holgura, la matriz Q debe expandirse
para acomodar tanto variables principales (decisiones de extraccién de bloques) como variables
auxiliares (representando capacidad no utilizada). Esta expansion incrementa la dimensionalidad,
pero mantiene la estructura cuadratica fundamental que permite la implementacién eficiente en
algoritmos cudnticos variacionales.

Quantum approximate optimization algorithm (QAOA)

QAOA representa un algoritmo cudntico variacional hibrido especialmente disefiado para
problemas de optimizacién combinatoria en la era de dispositivos cudnticos de escala intermedia
[17]. Su arquitectura combina evolucién cudntica controlada con optimizacion clasica de pardme-
tros, proporcionando un enfoque practico para problemas NP-hard como la planificacion minera
con capacidad flexible.

El algoritmo construye un estado cudntico parametrizado mediante la aplicacién alternada de dos
tipos de evolucién: evolucién bajo el Hamiltoniano de costo H, que codifica la funcién objetivo y
penalizaciones por violacién de restricciones, y evolucién bajo el Hamiltoniano mezclador H,,,
que facilita transiciones entre estados computacionales para exploracién del espacio de solu-
ciones.

La secuencia de operaciones se repite p veces, donde p representa la profundidad del circuito y
controla la expresividad del ansatz cuantico. El estado resultante depende de parametros variacio-
nales y = (yl, 7p) y B = (ﬁl, Bp), cuya optimizacién se realiza mediante algoritmos clasicos
que minimizan el valor esperado de la funcién de costo.

El proceso iterativo de QAOA se describe en el siguiente pseudocddigo:

Algoritmo 1: Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)

1: Funcién QAOA (H¢, p)
2: Inicializar pardmetros y = (Y1572 ...,yp) y E = BBy -+ Bp)

3: Preparar el estado inicial: [, )= |+>®"
4: Para k = 1 hasta p hacer:
5: Aplicar operador de costo: U (y,) = RO
6: Aplicar operador mezclador: U,, (8,) = ¢ P Flu,
donde Hy = Zn; or
i=1
7: Fin Para
//Estado ansatz resultante:
[B(7 .8 ) =Uy (B)Uc (r,)-~Uy; (BYUe (r)lby )
8: Medir el estado cuantico para obtener la cadena de bits z
9: Evaluar la funcién de costo H. (z)
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10: Actualizar ¥ y 8 usando optimizacién clasica
11: Retornar z
12: Fin Funcién

Para problemas formulados como QUBO se requiere una transformacién al Hamiltoniano de costo
H, lo cual se logra expresar en términos de operadores Pauli. La conversién se basa en el mapeo
directo entre variables binarias cldsicas x; € {0, 1} y operadores Pauli-Z mediante la relacién que
se indica en la ecuacion (4):

4

Donde o;” es el operador Pauli-Z actuando sobre el qubit i, con valores propios {+1, -1} corres-
pondientes a los estados computacionales |0) y |1) respectivamente.

Aplicando esta transformacion a la formulacion QUBO general de la ecuacion (3), se obtiene la
ecuacion (5):

1— 1—-o7
f(x)—un I P )

i<j

Expandiendo los términos cuadraticos y reagrupando, el Hamiltoniano de costo resultante adopta
la forma que observa en la ecuacién (6):

Hq = Z hjo? + Z Jijoiof + constante (6)
i<j

Donde los coeficientes transformados siguen la ecuacion (7) y ecuacion (8):

1
hi=‘§ Qi — Z qi,j 7)
4
q.’ .
Tj= 7 ©)

Los coeficientes h, capturan términos lineales (incluyendo contribuciones individuales de bloques
y penalizaciones por violacién de restricciones) y J; ; representan interacciones cuadraticas entre
variables. Esta formulacién permite codificar naturalmente problemas con restricciones complejas
mediante la incorporacion de términos de penalizacién apropiados en los coeficientes de la matriz
QUBO.

El Hamiltoniano mezclador H,, facilita la exploracién del espacio de soluciones mediante transi-
ciones uniformes entre todos los estados computacionales. Junto con el Hamiltoniano de costo,
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define completamente el ansatz variacional de QAOA, determinando la forma funcional del
estado cuantico parametrizado que aproxima la soluciéon éptima.

El ansatz de QAOA se construye mediante la aplicacién alternada de operadores de evolucién
derivados de ambos Hamiltonianos, como se observa en la ecuacion (9):

(7. B) = Un(B)Uc(p) Unt (B)UC ()l ©" ©)

Donde |[+) = iz (J0oy + [1) ) es el estado de superposicién uniforme inicial. La eleccién del Hamilto-
niano mezclador determina directamente la forma de los operadores Uy (Bx) = e~ v y, por
tanto, la expresividad del ansatz.

Para problemas de optimizacidon binaria general, el Hamiltoniano mezclador mas comuinmente
utilizado (estandar) se muestra en la ecuaciéon (10):

n
Hy =)o} (10)
£

Donde ;" son operadores Pauli-X que actian sobre cada qubit individual. Este operador tiene la
propiedad de "voltear" qubits individuales: o.|0) = |1) y &]1) = |0), permitiendo transiciones
locales entre estados computacionales.

En este trabajo utilizamos el ansatz estandar de QAOA, ya que las restricciones de precedencia y
capacidad se incorporan mediante penalizaciones en el Hamiltoniano de costo, manteniendo la
flexibilidad de exploracién del ansatz estandar mientras se beneficia de su universalidad aproxi-
mada.

La presencia de variables de holgura incrementa la complejidad del paisaje de optimizacidn,
frecuentemente requiriendo mayor profundidad de circuito para alcanzar aproximaciones de alta
calidad. La determinacion éptima de p debe balancear expresividad del ansatz contra complejidad
implementacional y susceptibilidad al ruido. Para problemas de planificacién minera con capa-
cidad flexible, valores tipicos de p pueden ser mayores que los requeridos para formulaciones con
restricciones exactas, debido a la necesidad de capturar interacciones complejas entre variables
principales y auxiliares.

QAOA ofrece ventajas especificas para problemas de planificacién minera con capacidad flexible:
1) capacidad natural para manejar la complejidad combinatoria incrementada, 2) flexibilidad
para incorporar multiples tipos de restricciones mediante disefio de Hamiltonianos apropiados, 3)
escalabilidad tedrica a medida que mejore la tecnologia cudntica, y 4) compatibilidad con conoci-
miento especifico del dominio minero mediante personalizacion de operadores.
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PROBLEMA DE PLANIFICACION MINERA

El problema de planificaciéon minera a cielo abierto que aborda este trabajo se enfoca en la selec-
cién éptima de bloques para extraccion bajo datos estimados (un sélo escenario). La formulacion
considera un modelo de bloques tridimensional donde cada bloque representa una unidad
discreta del yacimiento con caracteristicas geoldgicas y econdmicas especificas. La decision de
extraer o no extraer cada bloque debe respetar restricciones de estabilidad geotécnica que
imponen un orden de precedencia, garantizando que no se pueden extraer bloques inferiores sin
haber removido previamente los bloques superiores que los soportan.

Siendo:

* N el numero de total de bloques en el modelo de bloque.

* V, el valor econémico neto del bloque i (puede ser positivo o negativo).

* P, el conjunto de bloques que deben extraerse antes que bloque i.

* x; la variable de decisién binaria, donde x; =1 si el bloque es extraido y x; =0 en caso
contrario.

La ecuacién (11) muestra la funcién objetivo del problema, la cual busca determinar qué bloques
extraer para maximizar el beneficio total:

N
m)zé\xZ = Z Vix; (@N)
i=1

Sujeto a:

* Restricciones de precedencia: Cada bloque puede ser extraido solo si todos los bloques
que le preceden (P;) han sido extraidos previamente. Siendo j un bloque que precede a i, la
restriccion sigue la ecuacién (12):

X< xVj€ER (12)
¢ Restricciones binarias (ecuacion (13)) :
x;€{0,1}Vi=1,2,..,n (13)

* Restriccion de capacidad: La cantidad de bloques minados no debe exceder la capacidad
operativa disponible (C), la restriccién se observa en la ecuacién (14):

N
dYx<cC (14)
i=1

Este problema pertenece a la clase NP-hard, ya que puede reducirse a un problema de mochila
con restricciones de precedencia (precedence-constrained knapsack problem [35]), el cual es
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conocido por ser NP-hard. Para un yacimiento con N bloques, no existen algoritmos conocidos
capaces de resolverlo exactamente en tiempo polinomial, y el tiempo de ejecucion para calcular la
solucién éptima crece exponencialmente, aunque las restricciones de precedencia reducen signifi-
cativamente el espacio de soluciones factibles.

A diferencia de otras formulaciones que requieren utilizar exactamente la capacidad disponible,
este modelo permite operar por debajo de C sin penalizaciones, reflejando la realidad operativa
donde factores externos pueden limitar la produccién sin incurrir en costos adicionales significa-
tivos. Esta formulacion se justifica por varias consideraciones précticas, tales como: variabilidad
operativa, flexibilidad econdmica, gestion de riesgos e integracién con otras etapas de la cadena
de valor del mineral.

Esta formulacién simplificada mantiene las caracteristicas esenciales del problema de planifica-
cién minera mientras proporciona una base sélida para explorar la aplicabilidad de algoritmos
cudnticos variacionales en el dominio minero.

REFORMULACION DEL PROBLEMA DE PLANIFICACION MINERA EN
QUBO

Como QAOA requiere que QUBO exprese el problema como una minimizacién, el problema de
planificacién minera debe adaptarse. El objetivo original, que buscaba maximizar la ganancia
total de los bloques minados, como expresa la ecuacion (11), debe reformularse invirtiendo el
signo de la funcidn objetivo, tal como se expresa en la ecuacién (15):

N
m)icn fx)=-Z = —Z Vix; (15)
i=1

Luego, las restricciones se incorporan a la funcién objetivo como términos de penalizacion, de
esta manera el problema es resuelto sin restricciones explicitas. Para una restricciéon de la forma
g(x) <0, se afiade el término A[g (x)]2 a la funcion objetivo, penalizando si se viola la restriccion.
Para garantizar la penalizacion efectiva, un enfoque es utilizar una constante A lo suficientemente
grande para aumentar el valor de la funcién objetivo de manera significativa cuando se violen las
restricciones, haciendo que estas soluciones sean indeseables durante la optimizacién [36]. El
valor de A debe elegirse cuidadosamente [37], ya que un valor demasiado pequefio no garantiza
que se respeten las restricciones en la solucién, y un valor demasiado elevado puede causar
problemas matematicos durante la optimizacion.

La naturaleza binaria de QUBO captura intrinsecamente la restriccion de la ecuacién (13) sin
agregarla a la funcion objetivo, sin embargo, las restricciones en la formulacién del problema de
planificacién minera, representadas como x; < x; en la ecuacién (12), se incorporan a la funcién
objetivo mediante el término de penalizacion 4, ; (xl- - xixj) [37]. Por ejemplo, considerando la
configuraciéon de cuatro bloques: A, B, C, D que se puede ver en la Figura 1, las restricciones de
precedencia son: xp < X4, Xp < Xg, Xp < Xc:
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Figura 1. Ejemplo simple en 2D del problema de planificacion.

Estas restricciones se traducen en la funcion objetivo afiadiendo el término:
AD,A (XD - xDxA) + /1D,B(xD - xDxB) + AD,C(xD - xDxC).

De manera general, la restriccion de precedencia se puede modelar por la ecuacién (16):

2 2 (1= x5 )x (16)

Luego, a la restriccién de capacidad se le debe agregar una variable de holgura para representar
una restriccion de igualdad, como se observa en la ecuacion (17):

N
Z xi+s=C (17)
=]

Dado que se requieren variables binarias, la variable de holgura s debe representar el valor para
alcanzar C, pero en numero binario. Para esto, se utiliza la representacion binaria estdndar, ecua-
cién (18):

K—-1
s= Y, 2%, K = [log, (C + 1)] (18)
k=0

Donde:

* s, € {0, 1} son variables binarias auxiliares,

* K es el numero minimo de bits necesarios para representar todos los valores posibles de s.
k o .

* 2" representa el peso binario de cada bit.

Para dejar esta restriccidén en la funcién objetivo, se agrega el término de la ecuacién (17), en
donde 3 una constante positiva que penaliza la violacién de la restriccion. El término de penaliza-
cién se observa en la ecuacion (19).
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N K-1 2
B xi+ ) 2k — C) (19)
i=1 k=0

De esta manera, combinando la maximizacién de la ganancia de la ecuacién (15) y los términos
de penalizacion de la ecuacion (16) y ecuacion (19), se construye la funcién objetivo (ecuacion

(20)):

N N N K-1
rr}cignf(x, S)= -Z Vix; + Z z Aij (1 - Xj )xi + ﬁ(z X; + Z 2kg — C)2 (20)
i=1 i=1 jepP; i=1 k=0

Los elementos de la matriz Q se codifican de la siguiente manera, siguiendo la ecuacién (3) y
ecuacion (20).

* Elementos diagonales: Para las variables originales x,, (i= 1, ..., N) se sigue la ecuacién

(21):
Qi=-Vi+ ), Aj+ B(1 - 2C) (21)
JEP;
Para las variables de holgura s, (k = 0, ..., K — 1), se sigue la ecuacién (22):
AN+1+kN+1+k = :6(22k - 2C-2k) (22)

* Elementos fuera de la diagonal: Entre variables originales x,, i=1,...,N) y x » G=1, ...,
N) se sigue la ecuacién (23):

2B — li,j ’ Iprecedencia (i, ])

qij = Qi = > (23)

Donde Iprecedencia (i, j) = 1 si existe la relacién de precedencia entre i y j, O en caso contrario.
Entre variable original x; y variable de holgura s, se utiliza la ecuacién (24):

qiN+1+k = AN+1+ki = ﬁ'zk 24)

Entre variables de holgura s, y s,, se utiliza la ecuacién (25):

k+l1
AN+1+k,N+1+l = AN+1+LN+1+k = ﬁ'zk'zl = B-2"F (25)

Por ejemplo, siguiendo el caso de prueba de la Figura 1, siendo los bloques V, =-10, Vg = 5,
Ve =-100y Vp = 300. Asumiendo $=1000; dado que todas las restricciones de precedencia tienen
la misma importancia Ap 4 = App = Apc = 4 = 1000; y finalmente un limite de la capacidad de
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extraccion C=3, la matriz Q se obtiene siguiendo la siguiente formulacién:
Problema original:

* Formulacion original (ecuacién (26)) :
max Z=-10x4 + 5xg — 100x¢ + 300xp (26)

Sujeto a las ecuaciones (27)-(31):

Xp < Xy (precedencia) (27)

Xp < XB (precedencia) (28)

Xp < X¢ (precedencia) (29)
Xpqg+XxXg+xc+xp <3 (capacidad) (30)
x; € {0, 1} para i € {A, B, C, D} (31D

Paso 1: Transformacion de maximizacion a minimizacion (ecuacion (32)).

m}icnf(x) = 10x4 — 5xp + 100xc- — 300xp (32)

Paso 2: Conversion de restricciones a penalizaciones.

¢ Restricciones de Precedencia (ecuaciones (33)-(35)) :

xp < x4 = Penalizacién: A(xp — xpx,) (33)
xp < xg — Penalizacion: A(xp — xpxp) (34)
xp < xc — Penalizacion: A(xp — xpxc) (35)

Total precedencias: 1[3xp — xp (x4 + Xp + x¢)]

* Restricciones de capacidad: x4 + xg + xc + xp < 3

Introducir variables de holgura:

Para C=3, necesitamos K = [log,(4)] = 2 variables binarias: s, s;, debido a que s = sy + 2s;
puede representar valores { 0, 1, 2, 3}
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Restriccion modificada (ecuacion (36)):

Xpa+Xg+Xc+Xp+Sg+ 25 =3 (36)

Penalizacién (ecuacién (37)):

2
B(xa + xp+ Xc+ Xp + 5o+ 28] — 3) (37

Paso 3: Funcion objetivo QUBO completa (ecuacion (38)).

min f (x, s) = 10x4 — 5xp + 100x¢ — 300xp + 1000 (3xp — XpX4 — XpXp — XpXc)

) (38)
+1000(x4 + Xp + Xc + Xp + So+25; — 3)
Paso 4: Expansion y simplificacidn.
* Términos lineales (diagonales) (ecuaciones (39)-(44)):
Qa4 = 10 + 1000(1 — 6)=-4990 (39)
Qpg=-5 + 1000 (1 — 6)=-5005 (40)
Qcc = 100 + 1000 (1 — 6)=-4900 (41)
Qpp=-300 + 3000 + 1000 (1 — 6)=-2300 (42)
Qyy5, = 1000 (229 — 6:2°)=-5000 (43)
Q;,5, = 1000(2%" — 6:21)=-8000 (44)
* Términos cuadraticos (fuera de la diagonal) (ecuaciones (45)-(49)):
Entre bloques sin precedencia:
2
—‘8 = 1000 (45)
2
Entre bloques con precedencia:
26— 2
B2~ s00 (46)
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Entre bloques y s,

- = 47
> 1000 47)
Entre bloques y s;:
% = 2000 (48)
Entre 5,y s;:
% = 2000 (49)

Paso 5: Matriz Q final (Figura 2).

* Variables ordenadas: [x,, x;, X, Xp, Sy, 5;]

4990 1000 1000 500 1000 2000
1000  —5005 1000 500 1000 2000
0— 1000 1000 —4900 500 1000 2000
| 500 500 500  —=2300 1000 2000
1000 1000 1000 1000 —5000 2000
2000 2000 2000 2000 2000  —8000 |

Figura 2. Matriz Q final del caso de prueba 2D.
Paso 6: Creacion de H. (ecuacion (50)).

Hepg = 1152.51 — 25503 — 247.50% — 3000% — 110005 — 5000 — 10000Z — 250050%
— 2500505 — 2500807

(50)
Paso 7: Interpretaciéon de posibles soluciones.

* Analisis de factibilidad:
Ejemplo de solucién candidata: x, =1, x; =1, x. =0, x, =1, 5, =0, 5, =0.

Verificacién:

* Precedencias: Como x, =1 pero x. =0, se viola xp < xc.
e Capacidad: 1+1+0+14+0+2-0=3 < 3.

Otro ejemplo de solucién factible: x, =1, x; =1, x, =1, x, =1, s, =1, s, =0.
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Verificacién:

¢ Precedencias: Todas satisfechas.
* Capacidad: 1+1+1+1+1+2 - 0=4>3, restriccion violada.

Nota: Las penalizaciones A y 8 forzaran soluciones que respeten todas las restricciones.

CASO DE ESTUDIO

Para validar la efectividad del enfoque cuantico propuesto, se implementé una instancia de
prueba que examina un yacimiento ficticio compuesto por 18 bloques organizados en una estruc-
tura tridimensional. El caso corresponde a un yacimiento de cobre oxidado de baja ley que se
busca extraer mediante el método a cielo abierto, el cual serd procesado a través de un proceso
combinado de Lixiviacion (LX) y Extraccion por Solventes (SX) / Electroobtencién (EW).

El valor de cada bloque se calcula utilizando la ecuacién (51):

MpXTX P — tpX (Cmin + Cpro)> ley > corte,
vb:{ b p b (mln pro) Y (51)

—1tp X Cpin, ley < corte
Donde:

* m,: cantidad de metal contenido en el bloque b.

* 1: tasa de recuperacion de metal del proceso.

* p: precio de mercado del metal.

* t,: tonelaje total del bloque b.

* ¢,,;,: costo por tonelaje minado.

* ¢,," Ccosto por tonelaje procesado.

* ley: porcentaje de metal contenida en el bloque.

* corte: ley minima que determina la rentabilidad de un bloque.

La Tabla 1 presenta los valores de los parametros utilizados. La optimizacion se implementé en
Python, empleando Qiskit sobre un simulador cudntico, el cual se utilizé en lugar de hardware
cuantico real debido a las restricciones de acceso. El simulador se ejecutd en un equipo con proce-
sador Intel Core i5-8300H, tarjeta grafica Nvidia GTX 1050 y 16 GB de memoria RAM.

Tabla 1. Pardmetros del caso de estudio.

Parametro Valor

Numero de bloques 3x3x2
Dimension del bloque (m) 5x5x2,5
Peso del bloque (tons) 150
Precio del metal (USD/Ib) 4,32
Recuperacion (%) 87
Costo de Minado (USD/ton) 3
Costo de Procesamiento (USD/ton) 5

Ingeniare. Revista chilena de ingenieria | v.34:01 | 2026 Pagina 15



Rojas-Castro y Quelopana QAOA con variables de holgura para planificacion minera

Tabla 1. Parametros del caso de estudio. (continuacion)

Parametro

Ley de Corte (%) 0,09

Formulacion QUBO especifica

Aplicando la metodologia descrita en la seccién anterior, el problema se formulé con las
siguientes caracteristicas:

* Variables binarias: 18 bloques distribuidos en capas tridimensionales.

* Bloques factibles: Las restricciones de precedencia geoldgica redujeron el espacio de deci-
sién a 10 bloques con potencial de extraccion.

* Parametros de penalizacion: A=3=1000, seleccionados para que las violaciones de restric-
ciones sean fuertemente prohibitivas.

* Capacidad de minado: Es posible extraer 9 bloques.

* Variables de holgura: K = 4 variables binarias necesarias para representar la capacidad no
utilizada.

* Variables totales: 14 variables binarias (10 bloques + 4 variables de holgura).

* Restricciones de precedencia: Cada bloque en una capa inferior requiere de la extraccion
previa de hasta 9 bloques precedentes en la capa superior, reflejando la caracteristica tridi-
mensional del depdsito.

Debido a la cantidad de bloques factibles mencionados (10 bloques), sumado a las 4 variables de
holgura, el caso de prueba tridimensional resulté en una matriz Q de dimensién 14 X 14, cuya
representacién completa es la siguiente (Figura 3):

17010 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 500 1000 2000 4000 8000
10000 —17005 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 500 1000 2000 4000 8000
1000 1000 —16900 1000 1000 1000 1000 100D 1000 500 1000 2000 4000 B000
1000 1000 1000 17300 1000 1000 1000 1000 1000 500 1000 2000 4000 8000
1000 1000 1000 1000 —17020 1000 1000 1000 1000 500 1000 2000 4000 8000
1000 1000 1000 1000 1000 —17050 1000 1000 1000 H00 1000 2000 4000 5000

Q i 1000 1000 1000 1000 1000 1000 —17100 1000 1000 500 1000 2000 4000 8000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 170530 1000 500 1000 2000 4000 8000

1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 —17090 500 1000 2000 4000 8000

S00 a00 a00 500 s00 a00 a00 500 500 —8500 1000 2000 4000 000

1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 17000 2000 4000 8000

2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 32000 000 16000

4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 8000 — 56000 32000

L 8000 8000 8000 8000 8000 8000 8000 BOOO 8000 B000 8000 L6000 32000 80000

Figura 3. Matriz Q final del caso de estudio tridimensional.

Implementacion QAOA

El Hamiltoniano de costo QAOA se construyé de manera directa a partir de la matriz QUBO,
siguiendo la transformacion estandar de la ecuacién (1).

En el marco de la implementacién realizada en Qiskit, se fijaron los siguientes pardmetros de la
optimizacion:

* Optimizador cldsico: COBYLA (Constrained Optimization BY Linear Approximation) con
maximo 50 iteraciones.
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14
* Operador mezclador: Estdndar B = Z o

i=1

* Estado inicial: Superposicién uniforme: o) = |+) Q14
En contraste, los siguientes pardmetros fueron explorados de manera experimental:

* Profundidad del circuito: 9, determinado experimentalmente.
* Parametros variacionales : 2p=18 angulos optimizados de manera cldsica en cada ejecu-
cién.

Las multiples restricciones de precedencia, junto con las restricciones de capacidad, crearon una
matriz Q con alta densidad de términos no nulos que interactian entre si. A esto se sumo la incor-
poracién de variables de holgura, las cuales introdujeron una complejidad adicional y ampliaron
significativamente el espacio de soluciones factibles, al permitir multiples configuraciones viables
que cumplen con la restriccién de capacidad como cota superior.

Como consecuencia directa de esta complejidad, fue necesario escalar progresivamente la profun-
didad del circuito p mediante experimentacién. Se evaluaron distintos valores de p € { 4,9,14,21}
y se observo que profundidades bajas no lograban converger de manera consistente al éptimo
global (con iteraciones que resultaban en un valor subéptimo de USD 600). Finalmente, la mayor
consistencia se obtuvo en p=9, profundidad a partir de la cual el ansatz estandar de QAOA fue
capaz de converger al 6ptimo global consistentemente en esta instancia y bajo simulacién.

RESULTADOS

Los resultados de QAOA permitieron alcanzar una solucién con un valor de USD 605. Esta solu-
cién fue validada de forma independiente utilizando Gurobi Optimizer [38] y se confirmé que el
algoritmo cudantico logré encontrar la configuracion 6ptima global de bloques a extraer bajo la
formulacién propuesta. La configuracién final se muestra en la Figura 4.

Es importante destacar que el resultado 6ptimo obtenido es consistente con la ejecucién en un
simulador clésico, el cual explora el mismo espacio de amplitudes cudnticas con exactitud numé-
rica. En consecuencia, la obtencion del éptimo global no implica ventaja computacional respecto
de métodos clésicos, sino que refleja la naturaleza moderada del tamafio del problema y la fide-
lidad inherente al proceso de simulacion.

El éxito en encontrar la soluciéon éptima en esta instancia demuestra la capacidad del ansatz
estdindar de QAOA para resolver problemas de optimizacién combinatoria con restricciones
complejas, y converger a la solucién exacta valida la formulacién QUBO desarrollada. Sin
embargo, es importante aclarar que el proceso no estuvo exento de dificultades. Durante la imple-
mentacion se observaron inconsistencias en los resultados del algoritmo, y se tuvo que escalar la
profundidad del circuito de manera experimental. Esto refleja la sensibilidad del algoritmo a la
naturaleza del espacio de parametros variacionales y su correcta optimizacion.

Para evaluar la robustez del enfoque, se ejecutd el algoritmo treinta veces de manera indepen-
diente. Los resultados globales se resumen en la Tabla 2.
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Tabla 2. Evidencia experimental.

Métrica Resultado

Porcentaje de éxito 100%

Gap promedio 0

Gap maximo 0

Tiempo promedio por ejecucion 3 min 57.09 seg
Tiempo total 1hora 59 min
Memoria promedio utilizada 67.6386 MB

Los valores de gap con p=9 muestran que QAOA no solo encontrd soluciones factibles, sino que
reprodujo el éptimo global con total precision. Esta consistencia es especialmente relevante consi-
derando la presencia de variables de holgura, cuyo rol es expandir el espacio factible para repre-
sentar correctamente restricciones del tipo “menor o igual”.

Resulta importante destacar que la limitacion de 14 qubits, se debid tanto a la estructura del
problema (dado que las variables de holgura requieren y expanden el uso de qubits), como a las
limitaciones computacionales. Durante el desarrollo se encontré que simular problemas con
mayor niumero de qubits resultaba en fallos del kernel de Python, debido a que los requerimientos
de memoria asociados al tamafio de la matriz Q y a la profundidad del circuito QAOA junto al
tamafio de los vectores y y 3, excedian los recursos disponibles del sistema. Esto desembocé en un
desafio para la escalabilidad de estos algoritmos [39], [40].

En conjunto, los resultados obtenidos muestran que, bajo la profundidad del ansatz y los parame-
tros adecuados, el algoritmo QAOA puede resolver de manera consistente y exacta problemas de
planificacién minera formulados como QUBO, incluso en escenarios con restricciones complejas y
capacidad flexible.
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Figura 4. Resultado del caso de estudio.

CONCLUSIONES

Este estudio exploratorio introduce la primera formulacion QUBO para planificacién minera estra-
tégica con capacidad flexible, resuelta mediante el algoritmo QAOA e implementada sobre un
caso de estudio sintético. Los experimentos muestran que la incorporacion de variables de holgura
permite representar de manera efectiva restricciones operativas del tipo “menor o igual”, mante-
niendo la calidad de la solucién dptima. Asimismo, los resultados obtenidos evidencian que
QAOA, bajo una configuraciéon adecuada de parametros y un ansatz lo suficientemente expresivo,
es capaz de recuperar de forma consistente la solucién exacta del problema, lo que valida tanto el
ansatz utilizado como la formulacién QUBO desarrollada.

En términos cuantitativos, el algoritmo alcanz6 un 100% de éxito en treinta ejecuciones indepen-
dientes. El tiempo promedio de cémputo por ejecucion fue de 3 minutos y 57.09 segundos, con un
uso promedio de 67.64 MB de memoria RAM, mientras que el tiempo total requerido para todas
las ejecuciones fue de 1 hora y 59 minutos. Aunque este trabajo no busca comparar el rendi-
miento con métodos cldsicos, estas métricas permiten dimensionar el costo computacional de la
simulacién cldsica de QAOA y establecen una referencia cuantitativa clara para estudios futuros
que incorporen andlisis comparativos o mejoras en la eficiencia del modelo.

A partir de estos hallazgos, se identifican varias lineas de desarrollo futuro que pueden abordarse
de manera priorizada. En el corto plazo, las mejoras mas relevantes corresponden al analisis de
otros yacimientos ficticios y la adopcién de estrategias mas sistematicas para la seleccion de pena-
lizaciones [41], [42]. Estos avances no dependen del hardware cudntico y pueden implementarse
directamente en simulacién cldsica.
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En el mediano plazo, resulta prometedor evaluar el comportamiento del modelo en hardware
cuantico real bajo técnicas de mitigacién de ruido. No obstante, para que el caso de estudio utili-
zado en este trabajo pueda ejecutarse en dispositivos NISQ, serd necesario alcanzar hitos tecnold-
gicos especificos, incluyendo fidelidades de puerta de uno y dos qubits cercanas al 99.9%, tiempos
de coherencia T; y T, superiores a 200 us, profundidades de circuito operables en el rango p <
10-20, y la disponibilidad de aproximadamente 30-50 qubits légicos efectivos (equivalentes a
100-200 qubits fisicos bajo mitigacion de errores). Estas capacidades permitirian ejecutar
versiones reducidas o adaptadas del modelo en hardware real.

Finalmente, la expansién hacia modelos multiperiodo o formulaciones estocdasticas constituye un
objetivo de largo plazo, cuya viabilidad dependerda de avances sustantivos en correcciéon de
errores cuanticos, mejoras en compilacion cuantica y la disponibilidad de dispositivos con cientos
de qubits légicos. Estas extensiones abririan la posibilidad de abordar problemas de escala indus-
trial que hoy se encuentran fuera del alcance de las arquitecturas NISQ.

En conjunto, los resultados de este trabajo delinean una ruta de avance para el uso de algoritmos
cuanticos variacionales en planificacion minera estratégica. Aunque la realizacion plena de este
enfoque depende de progresos futuros en hardware y teoria cudantica, el presente estudio esta-
blece una base sélida sobre la cual construir soluciones hibridas cudntico—clasicas que, en el
futuro, podrian contribuir de manera significativa a la optimizacién de proyectos mineros.
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